INEGALITE DE SOBOLEV ET VOLUME ASYMPTOTIQUE 

GILLES CARRON 

(«_•? , Resume. En 1999, M. Ledoux a demontre qu'une variete complete a courbure 

CN ■ de Ricci positive ou nulle qui verifiait une inegalite de Sobolev euclidienne etait 

euclidienne. On presente un raccourci de la preuve. De plus ces arguments 
permettent un raffinement d'un resultat de B-L. Chen et X-P. Zhu a propos 
des varietes localement conformement plate a courbure de Ricci positive ou 
^\ ■ nulle. Enfin, on etudie ce qui se passe lorsque l'hypothese sur la courbure de 

^nJ ■ Ricci est remplacee par une hypothese sur la courbure scalaire. 



o 



1. Introduction 



q 

T ^j | L'objectif de cette note est d'abord de presenter une legere simplification de la 

preuve d'un tres joli resultat de M. Ledoux ([TO])- Pour presenter ce resultat, nous 
introduisons les meilleurs constantes K(n,p) (p € [l,n[) de l'inegalite de Sobolev 
euclidienne : 

(1-1) V/ £ C7 °°(M") , ||/||^ < K(n, P y \\df\\P ; 

f**". ' c'est a dire 

K(n,p)^ = inf l|d/llp 



00- v*' fecfm II/II^l. 

Grace aux travaux de G.Talenti et T. Aubin ([3], [15]), on connait la valeur de 
K(n,p) et on sait de plus, que pour p c]l,n[, les fonctions 



JaW = s=r, avec q = - 

(A» + ||a;||9)~5~ P~ X 



realisent l'egalite dans l'inegalite de Sobolev euclidienne (|1.1|) . Le resultat de M. 

^^ ' Ledoux est le suivant 

H | 

Theoreme 1.1. Soit (M n ,g) une variete riemannienne complete a courbure de 

Ricci positive ou nulle. Si pour un p £ [l,n[ celle ci verifie l'inegalite de Sobolev : 
V/€CS°(M), \\f\\ p ^<K(n,pyW\\ P p 

n-p 

alors (M n ,g) est isometrique a I'espace euclidien 1". 

Un raisonnement base sur le caractere infinitesinialleinent euclidien de la geome- 
trie riemannienne montre facilement que si une variete riemannienne (M n , g) verifie 
l'inegalite de Sobolev 

(1-2) V/eC °°(M), ||/||^ <A*\\df\\* 
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2 GILLES CARRON 

alors 

A > K(n,p) . 

On sait de plus qu'une telle inegalite de Sobolev (|1.2p implique en toute genera- 
lite une croissance euclidienne pour le volume des boules geodesiques ([2], [S] . [151 
theorem 3.1.5]) : 

/ r \ n 

VxeM,Vr>0, vol B(x,r) >C(p,ri)( -r J . 

Lorsque la courbure de Ricci de la metrique g est positive ou nulle, le theoreme 
de comparaison de Bishop-Gromov nous apprend que le quotient 

vol B(o,r) 

est une fonction decroissante de r, on peut alors definir 

vol B(o,r) 
lim =: v x 

le volume asymptotique de (M n ,g). On a done v^ < uj n ou uj n est le volume de 
la boule euclidienne de rayon 1. De plus l'egalite v^ = lu„ implique que la variete 
(M n ,g) est isometrique a l'espace euclidien R ra . 

Le but de la preuve de M. Ledoux consiste a demontrer que l'hypothese de 
positivite de la courbure de Ricci et l'inegalite de Sobolev 

V/eCnikf) ||/||^ <K(n, P y\\df\\ p p 

n-p 

implique que v^ > u) n . Ceci se fait par l'etude d'une inequation differentielle 
impliquee par l'inegalite de Sobolev. 

La preuve fournie par M. Ledoux a ete reprise par de nombreux auteurs et pour 
differentes inegalites de type Sobolev pour demontrer que si la constante A de 
l'inegalite de Sobolev (|1 .2(1 est presque euclidienne et si la courbure de Ricci est 
positive ou nulle alors le volume asymptotique est presque maximal et done d'apres 
un resultat de T. Colding la variete est diffeomorphe al" ( [I], [S], [H], pQ, [2T] . 
|22j . |23jV Dans un papier recent S. Pigola et G. Veronelli ([S]) utilise une autre 
methode basee sur des theoremes de comparaison pour le laplacien. 

Ici, on va demontrer le resultat suivant 

Theoreme A. Soit (M n ,g) une variete Riemannienne complete qui verifie l'in- 
egalite de Sobolev : 

V/eC °°(M), ||/||^ <A*\\df\\* 

n-p 

si le quotient 

vo\B(o,r) 

admet une limite lorsque r tend vers I'infini : 

,. vol B(o,r) 

Vry-, = hill 



>+oo r 
alors 

' K(n,p) 
~A 
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Remarquons que la preuve de M. Ledoux pourrait etre adaptee pour demontrer 
ce resultat ; cf. la preuve de (2 theorem 3.3]. De plus, il sera evident que ce resultat 
et sa preuve peuvent etre generalise a beaucoup d'autres inegalites de type Sobolev 
(voir par exemple [5J,[22J,[23J). 

Pour les varietes a courbure de Ricci presque positive, on sait que ce quotient a 
une limite. C'est a dire on suppose que pour un point o £ M on a la minoration : 

Ricci 9 > -(ra- l)G{d(o, .))g 

ou G est une fonction continue positive sur [0, +00 [ qui verifie 

-00 

G(t)dt < +00 . 


Les theoremes de comparaison montrent que si h est la fonction solution du pro- 
bleme de Cauchy 

h" = Gh, h(0) = 0,h'(0) = l 
alors pour 

le quotient 



V(r) = / h{t) n - l dt , 
Jo 

vol B(o,r) 



V(r) 
est une fonction decroissante. De plus la fonction h est convexe, le quotient h(r)/r 
est une fonction croissante et Ton a pour 

h(r) 
a := lim alors 1 + b < a < e b . 

r— foo T 

Ce qui montre que dans ce cas le quotient — — „°' r a bien une limite en +00 egale 
a 

vol B(o,r) a"- 1 , vol B(o,r) 

lim = lim . 

r— >+oo v n TL r-^00 V(v) 

Ainsi, notre theoreme [Al permet de retrouver des resultats recents de S. Pigola et 
G. Veronelli ([T3]) et de L. Adriano et C. Xia ([!]). 

Par ailleurs, notre preuve nous permettra egalement de re-demontrer un resultat 
de rigidite de B-L. Chen et X-P Zhu ([8]) 

Theoreme 1.2. Soit (M n ,g) une variete riemannienne complete non compacte 
localement conformement plate a courbure de Ricci positive ou nulle si 

r 2 f 

lim — - — ■; / Scab dvol„ = 

r^+co vol B{o,r) J B{or) 

alors (M n ,g) est isometrique a I'espace euclidien W 1 . 

En fait nous demontrerons un petit rafhnement de ce resultat a savoir : 

Theoreme B. Soit (M n ,g) une variete riemannienne complete non compacte lo- 
calement conformement plate a courbure de Ricci positive ou nulle alors soit la 
variete est plate soit nous avons Vinegalite : 

22 1 /" 

Wn — vSo < n lim sup ^-ry / Scal 9 dvo\ g . 

r->+oo (vol-B^r)) -51- JB(o,r) 



GILLES CARRON 



Enfin, on remarque qu'une variete riemannienne (M n ,g) complete a courbure 
scalaire positive ou nulle verifiant l'inegalite de Sobolev optimale : 



VfeC^(M), \\f\\_^<K{n,2y\\df\ 
verifie aussi l'inegalite suivante 



2 



%2 



V/gC °°(M), \\f\\^<K(n,2y 



n — 2 
M/|2 + 4(^I) Scal * /2 



dvolg 



Ainsi l'invariant de Yamabe de la metrique g est egale a celui de la sphere ronde : 



Y([g\) := ,_inf„, — L { —> J = Y(S"). 



(ivol 9 



/eC -(M) llyl 

Tl-2 

Grace au travaux de T.Aubin et R. Schoen ([4], [16]), on sait que pour une variete 
compacte (M n ,g) non conformement equivalente a la sphere ronde on a 

Y([g}) < Y(S n ) . 

Ce resultat est fondamental pour trouver une metrique conforme a courbure sca- 
laire constante et il permet de conclure le programme initie par H. Yamabe et N. 
Trudinger ([24|,[19]). Ainsi une generalisation du resultat de M. Ledoux serait de 
determiner les varietes riemanniennes completes a courbure scalaire positive ou 
nulle dont l'invariant de Yamabe est egale a celui de la sphere ronde. On remarque 
qu'il y a de nombreux exemples de telles varietes, en effet selon [17, Prop 2.2], nous 
avoirs 

Proposition 1.3. Soit (M n ,g) une variete riemannienne complete telle qu'il existe 
une immersion conforme 

$: (M,g)^(S n ,can) 
alors 

Y([g]) = Y(S") . 

Le resultat spectaculaire de l'article de R.Schoen et S-TYau est qui si de plus 
la courbure scalaire est positive ou nulle alors (dans la plupart des cas) une telle 
immersion est injective. Notre resultat est le suivant : 

Theoreme C. Soit (M,g) une variete riemannienne complete non compacte a 
courbure scalaire positive : 

Scal s > 
et dont l'invariant de Yamabe est celui de la sphere ronde 

Y([g}) = Y(§«) . 
Supposons I'une des hypotheses suivantes verifiees : 
i) n — dim M > 6, 
ii) M est spin\j, 

Hi) M n est localement conformement plate de dimension n =/= 5 . 
alors (M, g) est conformement equivalente a un ouvert fl C S n telle que 

dim ff (S n \ft) <(n-2)/2. 



1. Par exemple si M est oriente et si n ■ 
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La preuve de ce theoreme est basee sur l'analyse de Schoen-Yau et sur une 
adaptation pour les varietes completes de la preuve du resultat de Aubin et Schoen, 
en particulier on utilisera une nouvelle fonction test qui est inspiree de l'analyse 
faite par R. Schoen. II faut ici remarquer que si le theoreme de la masse positive 
generalisee est vraie (cf. le discours de R. Schoen et S-T. Yau pour enoncer |171 
prop 4.4']) alors la conclusion est toujours vraie sans les hypotheses i) ou ii) ou iii). 

Remerciements. Je remercie V. Minerbe pour ses commentaires avises et je suis 
aussi partiellement finance par le projet ACG : ANR-10-BLAN 0105 

2. Preuve du theoreme A : 
Le cas p = 1 est relativement aise car l'inegalite de Sobolev 

V/eC °°(Af) Il/U^ ^AUtfll! 
est equivalente a l'inegalite isoperimctrique 

Vfi c M, Avo\(dfl) > vol(ft)^ 
qui, elle, implique la minoration 

volB( 0) r)>(-^) n . 

Concernant le cas ou p G]l,n[, on introduit, comme M. Ledoux, les fonctions 

(g-l)(n-p) 

A p 
fx(x) 



(\i + d(o,x)i) v 
ou q = p/(p — 1). On notera 

vol B(o,r) 



r 



) = 



... / (. 

En reprenant les calculs fait par M. Ledoux, on a facilement : 

En faisant alors le changement de variables r = Xp on obtient : 

, v 1— £ 

n ~" \Jo (1 + P 9 ) / 



En notant 



+°° nqp q - 1+n \* 



grace au theoreme de convergence dominee, on obtient done : 
(2.1) lim H/aII^^oo) 1 ""^. 

A— )- + 00 n — p 
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De meme, en introduisant la mesure de Stieljes : dv(r) ou v(r) — vo\B(o,r), on 
trouve 

\\At IIP p( n -P\ V f X q - 1 K n -M°,x) lq - 1)P j , , , 

P \ P ) Jm (X q + d(o,x)i) 

n fn-p\ p f \{i-^)^-P) r {i-^P 

= q \—) Jm WTW Mr) 



P J Jo \(\i + ri) n+l (\i+riy 

\ P J Jo \{l + pi) n+i (1 + P 9 ) / 

D'ou en notant 

,p v p J Jo \(i+ P «) n+l (i + p ? )'7 

fn-p\ p f + °° p"+9- 1 

= *{—) n L (TT7f dp ' 

on obtient : 

(2.2) lim \\df x \\l = VocB n , p . 

Ainsi l'inegalite de Sobolev : 

V/eC °°(Af) ||/||^ <Av\\df\\ p p 

n-p 

implique avec les egalites (|2.ip et (|2.2p : 

Et puisque lorsqu'on effectue les calculs sur l'espace euclidien R™ on a egalite, on 
en deduit 

I \-TT ^ AP Bn -P i ^— S ^ ^ 



A n ,p \K(n,p) 

3. Preuve du theoreme B : 

On va maintenant demontrer le theoreme B. Pour cela on se sert de la classi- 
fication des varietes localement conformement plates a courbure de Ricci positive 
ou nulle obtenue dans ([7]). Cette classification implique qu'une telle variete, si elle 
n'est pas compacte, est 

- soit plate, 

- soit isometrique a un quotient du produit R x S™ -1 

- soit globalement conformement equivalente a R ra . 

Dans le deuxieme cas, le volume asymptotique est nulle et la limite du terme de 
gauche est l'infini done l'inegalite est bien valide. II faut done traiter le cas ou 
M = R™ equipe d'une metrique 

g = u™=2 eucl . 
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Dans ce cas, l'invariance conforme de l'invariant de Yamabe fournit l'inegalite de 
type Sobolev : 



V/eC °°(R n ) \\f\\\^ <K(n,2) 2 



W 



n-2 



Scalg f 2 dvol g 



' 2 ' A(n-l)J R n— gJ " vu "' 
On utilise les memes arguments en testant cette inegalite a la fonction 



pour obtenir 



ou 



fx(x) = - 

(\ 2 + d(o,x) 2 ) — 

( Voo ) 1 -- A n , 2 < K(n, 2) 2 (z/ooB„,2 + I) 
n-2 



I = lim sup ■ 



Scalg f 2 dvo\ g 



a^oo 4(n-l) 
Or, en introduisant la mesure de Stieljes dS(r) ou S(r) = J„, , Scal g dvo\ g , on a 

A"- 2 



Scal s f x (x)vol g = 



D'ou en posant 



E(r) = r 2 



o Scal (x)dvol (x) 

+00 X™ -2 

(AS+r 2 )"- 2 

+00 X n-2 r 

2(n - 2) 5( r )rf r 

Scal 3 dvol g , 

B(o,r) 



/■+oo \ri — 2 n— 1 

Scalg / 2 dvolg = 2(n - 2) / — — - T ^(r)dr 

Jo (\ z + r z ) 

= 2(n - 2) / - g — - r S(Ap)dp 

Jo (1 



(1 + P 2 ) r 



D'ou 



ou 



/<C„limsupr 2 -" 

r^ + 00 J B(o,r) 



Scal g dvolg 



L I), 
Et on obtient finalement : 

x l_2 Anfi 



(n-2) 2 f+°° p™- 1 



2(n-l)J (1 + p 2 ) 1 



— dp . 



(^00) 



B, 



soit encore 



^ < K(n, 2) 2 ( !/«, + -£=- lim sup r 2 "" / 

,2 y £>n,2 r-s-H-oo Js(o,'. 



2 2 c, far\ Scab dvoL 

„ ^ „ , ^n 1. JB(o.r) y y 

<jOn <vSo + — — nm sup — -J — 

#n,2 r^+oc (l^r™) " 



Scalg dvolg 
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Pour finir on compare les deux constantes C n et B„^- Rappelons que 

f°° p n+1 
B n , 2 = {n-2fnJ Q j^^dp 

f°° ( d 1 \ o n 

f°° i up"- 1 

= (n — 2) 2 n / --- — : — -dp 

Jo (1 + P 2 )"- 1 2(n-l) H 



n 



C„ 



4. Preuve du theoreme C 

La preuve de ce resultat se deroule avec les memes arguments que la preuve du 
resultat sus mentionne de T.Aubin et R.Schoen avec quelques modifications dues 
a la non compacite de la variete. On veut implementer dans l'inegalite de Sobolev- 
Yamabe : 

V/ 6 C °°(M) 
(4- 1 ) ( f ... - . . N 1 "* . ., /■ r. ..., n-2 



/ l/l^dvolj " <if(n,2) 2 / 



4(n- 1) 



Scal g / 



dvolg 



une bonne fonction test qui nous permettra de se ramener au resultat de Schoen- 
Yau. 

4.1. Estimees preliminaires. Le point de depart est que cette inegalite de So- 
bolev <|4.ip assure l'existence d'un noyau de Green minimal positif , note G(x, y) — 
G x (y), pour l'operateur de Yamabe : 

n — 2 

L:=A g + - -Scal g . 

y 4(n - 1) 

Pour alleger les notations on notera 

n-2 



" 4(n-l) 

De plus si x est un point de M et O un voisinage compact de x alors on sait que 
(cf. [T71 Cor. 2.3]) 

/ Gx 2 dvolg < +oo 
(4.2) J ^° 

et / [IdGzl 2 + a n Scal g G 2 ,] dvo\ g < +oo 
Jm\o 

On sait aussi que l'inegalite de Sobolev (|4.1[) implique une estimee gaussienne 
sur le noyau de la chaleur de L : il y a une constante C n telle que 

d 2 (-.,«) 

Vx,y eM,V*>0 : e~ tL (x,y) < C n - — ^— , 

i- 

ainsi on a 

/■+oo j-1/ 

G x (y) = / e- tL ( Sl2 /)di< 



d(x,y) 



n-2 ' 



INEGALITE DE SOBOLEV ET VOLUME ASYMPTOTIQUE 9 

Notons fl :— {y G M,G x (y) < t}, c'est le complementaire d'un voisinage com- 
pact de x et en integrant par parties, nous obtenons : 

dG x 



/ [\dG x \ 2 + a n Sca\ g G 2 x ]dvo\ g = / G x - 

Jil t - J{Gv=t} ° n 

= t I — 

J{G I= t} dn 



t / AG, 

'{Gx=t} 



= t — t a n Scal g G x dvo\ g 

J{G*>t} 

ou n designe la normale unitaire sortante a d£l t et l'expression L Q , AG X est a 
comprendre au sens des distributions. On applique alors l'inegalite de Sobolev (|4.1|) 
a la fonction min(G x ,t) pour obtenir 



t 2 vol{G x >ty-- <K(n,2) 2 



t + t I a n Scal g (t — G x )dvo\ g 

{G^yt} 



<K{n,2) 2 t. 



Ce qui permet d'obtenir 1' estimation suivante 

(4.3) vo\{G x >t} < Ct—£*. 

On remarque maintenant que l'invariance conforme du noyau de Green fait que 
ces estimees sont encore valides pour une deformation conforme a support compact 
de g. 

4.2. Une bonne fonction test. 

4.2.1. Implementation. On fixe maintenant x € M et suivant [111 thm. 5.1], on 
modifie conformement g dans un voisinage compact de x pour obtenir une metrique 

— V 

3 = e g 

ou v(x) = 1, v est a support dans un voisinage compact de i et en i toutes les 
derivees covariantes symetriques du tenseur de Ricci de g sont nulles jusqu'a l'ordre 
N (N etant choisi assez grand). Ceci implique qu'en coordonnees normales autour 
de x on a : 

dvol g = (1 + (/)) s^dsdo 
ou da est la mesure de Lebesgue de la sphere unite dans l'espace tangent (T X M, g x = 

9x)- 

Dans ce cas on sait aussi que 

(4.4) A g Scal fl (,) = KM. 

ou |W|(x) est la norme du tenseur de Weyl de g en x (c'est aussi la norme du 
tenseur de Weyl de g en x). Tous les calculs de cette sous-section (4.2) seront fait 
pour la metrique g. 

Posons <x„_i = niu n le volume de la sphere unite de dimension n — 1 et 

1 

cr„_i(n-2)' 
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Soit A > 0, la fonction test que nous choisissons est 

A^ 



h-= 



(\ 2 + r 2 ) 2 
ou la fonction r : M — > R+ est definie par 

G x (y) 



r(y) n 2 ' 

ou on le rappelle G x est la fonction de Green conforme pour la metrique g avec 
pole en x. L'estimee f)4.3[) assure que le volume des sous-lignes de niveau de r croit 
au maximum de facon euclidienne : 

vol{r < R} < CR n . 
Ainsi on a f\ € L n ~ 2 et le meme calcul que precedemment montre que 

ii/,ie=r 7 2 " p,+ " 

(4.5) 

avec 8(t) 



o (1 + P 2 )" 4 
vol{r < r} 



^ TT 9(Xp)dp 



Ensuite on calcule comme precedemment 



\dh\ 2 = A"- 2 (n - 2) 2 / |rfrfrfvol, 



A"- 2 (n-2) 2 



Cependant 



J{r=r} n ~ * J{G [c =q„/t™} 



G a 



(n - 2)a n y {Gx=Q?i/r ,. } 

„-7l-l 



IdGJ 



(n - 2)av. 



1 - a„ 



{r<r} 



Scalg G^dvolg 



D'ou en posant 



v(t) = a n Scal g G^dvolg 

J{r<r} 



on obtient finalement : 

|rf/A| 2 = ^-iA"- 2 (n-2) 2 



•M 

On a aussi 



+ °o T n+1 



a n Scalg fxdvolg 



M 



o (A 2 +t 2 )" 
(Ar)"- 2 



dr- 



r n+l 



(A 2 + r 2 ) 



nV{j)dT 



m a n (A 2 + r 2 ) 
+°° (Ar)™- 2 



o a„(A 2 +r 2 ) 



A"- 2 (n-2) 2 ( r„. 



— j a„ Scalg G^dvolg 
n _^( r ) 



+oo 4 _ x 4 



VO (A 2 +T 2 ) 3 U 2 +T 2 



n — 3 



v{r)dr 
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ou comme precedemment nous avons utilise la mesure de Stieljes dv(r). Au final il 
nous reste : 



I M 
OU 



/ [M/a| 2 + a„ Scal 5 ff\ dvol s = uj n B n , 2 - J(A) 



r+oo n+l 

w n B„.2 = cr n _i(n- 2) 2 / — — — ^;<ip 
Jo l 1 



+ P 2 ) 
et 

r+oo «,— 3 

J(A) = A"+ 2 (n - 2) 2 a„_ 1 jf ^ 7;(r)dr . 

Remarquons qu'il est facile de justifier nos calculs en les effectuant d'abord pour 
la fonction de Green conforme avec pole en x et condition de Dirichlet sur le bord 
d'une grande boule geodesique B(x, R) et en faisant ensuite tendre R vers l'innni. 
De plus, le fait que g — g au dehors d'un voisinage O compact de x et que 

Scal g G\ < +00 

'M\0 

implique que 

/•+°° ,,( T ) 
v{t) = Q(r n - 2 ) et / -^dr < +00, 



et done les quantites ci dessus sont bien finies. 

4.2.2. Asymptotiques. Pour pouvoir faire un developpement asymptotique des quan- 
tites J(A) et ||/a||.^ =: I(X) lorsque A tend vers 0, nous devons utiliser Failure du 

n-2 

noyau de Green pres de x. Celui-ci se trouve dans Particle de Lee-Parker ( |11[ lem. 
6.4] 

Proposition 4.1. En utilisant les coordonnees normales v = (vi, . . . ,v„) et s = 



£,- «? de g, 



on a 



i) Si n G {3,4,5} ou si g est localement conformement plate au voisinage de x 
alors 

Gx(y) = a n ( -^ + m + O(s) 



ii) Si n — 6 alors 



G.MD ^;(^-^|^| 2 (a;)log S + 0(l) 



Hi) Si n > 7 al 


jrs 

r s 2 
1 


( s 2 


12(n-4) 


Vl2(n-6) 



|VK| 2 (x)-HesSgScal g (v,w)j + O (s 5 ) 

A partir de cette proposition, nous pouvons en deduire un developpement asymp- 
totique des fonctions I et J. 

Le plus simple est la fonction J en tenant compte du fait que 

f R 2 

/ Scalg da = -— a n -i (A g Scalg) (x) + 0{R 3 ) 

J{s=R} Zn 
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on obtient facilement : 

(4.6) J(A) = -A 4 ( " / ^7 \W\ 2 (x) / j^-^d P + O (A 5 ) . 

192n(n - 1) J Q (1 + p z ) 

De plus si la metrique g est localement conformement plate au voisinage de x, 
alors on peut supposer que la metrique g est plate au voisinage de x et dans ce cas 
on a 

(4.7) J(A) = O (A"+ 2 ) . 
Concernant la fonction / on obtient : 

i) Si n £ {3,4,5} ou si g est localement conformement plate au voisinage de x 
alors 

/(A) = Un A$ + mA- 2 -^-u; n f° .^fT^ dp + o (A^ 2 ) 

n — z j (l + p z ) 

ii) Si n = 6 alors on obtient 

19/ Jo (l + ,cr) 

iii) Si n > 7 alors 

Ou 

(4-9) w n A^ 2 = <r n _i / / n dp = 2-"a„ 

4.3. Discussion finale. De ces developpements asymptotiques, on en deduit que 
si la dimension de M egale a 6 alors W(x) = 0. Ceci etant vrai pour tout x, on en 
deduit que la metrique g est localement conformement plate. 
Lorsque n > 7, nous devons comparer 

/(A) 1 "- 

et 

K(n,2) 2 (u n B n , 2 - J(A)). 
Puisque 

/(A) = A„ + c„|^| 2 (:e)A 4 + O (A 5 ) 
ou les constantes j4„ et c„ sont tirees de (|4.8|) on obtient 

/(A) 1 ^ = ^r 2 /" + (l - ^) c n 4; 2 /"|^| 2 (a;)A 4 + O (A 5 ) . 

De plus on sait que 

K(n,2) 2 = a- 2 / n 4 - et que A^ 2 /" = tf(n, 2) 2 W „i?„, 2 . 
n(n — 2) 

De la meme fagon, on ecrit 

-J(\)=b n \W\ 2 (x)\ 4 + 0(\ 5 ), 
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ou la constante b n est issue de (|4.6|) . Compte-tenu de l'identite 

+°° i r (s±i) r ( 






/o (i + p 2 ) 6 r 2 T(6) 

on calcule 
(4.10) 

(i-l\ r a-V" ^-2 ., i r(§ + 3)r(|-2) 

v nJ CnAn ~ n 4(T " a "- 1 48(n-2)(n-6) T (n + 1) 

2/ „ i ( f + 2 )( § + i)r(| + i)r(f-i) 



C„ ' (7 



n— 1 



et 



(4.11) 



12 n(n- 6) n(§-2) r(n) 

ff - 2 /n ff r(f + l)r(f-l) (n + 4)(n + 2) 

n_1 2T(n) 12n 2 (n-4)(n-6) 



l ' j ° n ~ CT " n(n - 2) 192n(n - 1) 2r (n) 

^- a/ „„ r(| + i)r(| -i) „_2 



2T(n) 48n 2 (n-l)' 

Les calculs H.10I et I4TTT1 montrent que (si n > 6) 

l--)c n A-^ n >K(n,2) 2 b n . 
n J 

Et on en deduit que la variete est localement conformenient plate. 

On en deduit que n € {3, 4, 5} ou que g est localement conformement plate. Dans 
tous les cas (avec l4.6l ou l4.7p . on obtient alors que le terme de masse in apparaissant 
dans le developpement asymptotique du noyau de Green est forcement negatif ou 
nul. 

Lorsque n > 7 et que g est localement conformement plate, le fait que la courbure 
scalaire de g soit positive ou nulle, implique d'apres |17] que Ton a conclusion 
du theoreme. En effet, Schoen et Yau montre d'abord que dans ces dimensions, 
l'application developpement de la structure localement conformement plate realise 
un diffeomorpliisme conforme du revetement universel de M vers un ouvert de la 
sphere (TTJ Prop. 3.3 iii)]. D'apres la seconde partie de l'argumentation de Schoen 
et Yau ceci implique que la masse est positive ou nulle en tout point et qu'elle est 
nulle si et seulement si M est egale a son revetement universel [XT1 Prop. 4.4]. 

Les autres cas decoulent du theoreme de masse positive generalisee et de ['adap- 
tation des raisonnements de E.Witten et de P. Jammes a notre cadre ([20] , [12j . 

®)- 

Nous expliquons comment demontrer que la masse en x est positive ou nulle 

lorsque M est une variete spin que n e {3,4,5} ou que (M n ,g) est localement 
conformement plate. Une adaptation de l'argument presente ici et l'argument de P. 
Jammes permettra de demontrer que si n est pair et si g est localement conforme- 
ment plat alors la masse est positive ou nulle. 

On fixe done x et pour e > on considere la metrique 

4 

% = (a~ G x + e) — 2 g 
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c'est une metrique complete sur M \ {x} a courbure scalaire positive ou nulle et 
avec un bout asymptotiquement euclidien. Cette metrique etant conforme a g, elle 
verifie aussi l'inegalite de Yamabe-Sobolev (j4.ll) . De plus la metrique g e admet dans 
des coordonnees stereographiques autour de x un developpement limite : 



= 1 



V 



cucl+O^ 1 -"). 



On note E le fibre des spineurs sur (M\ {x},g e ) et on introduit l'espace de Hilbert 
Hq(M \ {ir},E) obtenu en completant l'espace Cq°(M \ {a;},E) pour la norme 
associee a 



a *+ S \$a\ 2 dvo\g F = [ 

JM\{x} JM\{x} 



iVcrl 



- Scak 



dvoh, 



ou on travaille avec la metrique g e . 

II est facile de voir que l'inegalite de Sobolev (|4.ip implique que 

a <= B.\{M \ {x}, E) =4- Ver E L 2 et a E L^- 

De plus un argument facile base sur des fonctions de coupure bien choisi permet de 
demontrer que si 

Ipa E L 2 et a E L 2 => a E H^(M \ {x}, E). 

Si a est un spineurs parallele de norme 1 sur l'espace euclidien, on en deduit par 
transplantation un spineur a sur M \ {x} a support dans un voisinage de x qui est 
asymptotiquement parallele. En cherchant le minima de la fonctionnelle definie sur 
H%(M\{x},T,) par 



e^ 



M\{x} 



\$£\ 2 dvo\g E -Re 



>M\{x} 



{£,lpa)dvoh g 



on trouve £ E Hq(M \ {x}, E) verifiant 



On en deduit que lp£ E Hq(M \ {x}, E) ainsi le spineur defini par 

a = a - 0£ 
est harmoniquc 

et de plus Vct E L 2 , car Vct E L 2 et $(#£) et $£ sont dans l? done V#£ E L 2 . 

Le fait que (M\{x},g e ) soit complet permet de justifier l'integration par parties 
de Witten et d'obtenir 



— — (m + e)= / 



|Va| 



- Scab 
4 



dvob 



/Af\{jE} 

Ainsi pour tout e>0,onam + E>0 done la masse est positive ou nulle. Dans 
le cadre du theoreme C, on sait alors que la masse est nulle. Alors les metriques 

4 

g £ et go = (a^Gx) ™" 2 g etant conformement equivalente, en utilisant l'invariance 
conforme de l'operateur de Dirac et en passant a la limite e->0on obtient : 

= / \Va\ 2 dvol 



M\{x} 



'■go 
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Ou toutes les quantites sont calculees par rapport a la metrique non complete go- 
On en deduit que le spineur a est parallele. On en deduit que le fibre des spineurs 
de (M \ {x}, go) est trivialise par une base de spineurs parallele. On en deduit done 
que la metrique (M\{x},go) es t plate sans holonomie. On peut alors conclure avec 
les arguments de Schoen et Yau. 
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